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1. INTRODUZIONE 

In questo seminario vengono esposti alcuni risultati da noi re 
. A + 

centemente ottenuti in [DV] e riguardanti proprietà globali su R° delle so 

luzioni dell'equazione differenziale singolare 

(1.1) tu'(t) + Au(t) = f(t) 0 <t< +0 

dove f, u sono funzioni da R' in uno spazio di Banach complesso 

E e A: DA) + E è un operatore lineare chiuso con D(A) c E, sul quale ver- 

ranno fatte opportune ipotesi. 

I più recenti contributi allo studio dell'equazione (1.1) sono î 

lavori di Lewis-Parenti e Coppoletta citati in bibliografia [LP] LC]. In 

[LP] (dove viene studiata anche la versione non autonoma di (1.1), in un 

intervallo limitato) E è uno spazio di Hilbert e le ipotesi su A sono simi 

li alle nostre. La tecnica usata si basa sulla trasformazione di Mellin e 

su un risultato di J.T. Schwartz sui moltiplicatori della trasformazione di 

Fourier in ambito hilbertiano. In [C] viene studiata l'equazione non auto- 

noma în un intervallo limitato. Le ipotesi sugli operatori A(t) sono di ti 

po "iperbolico" (nel senso che essi generano semigruppi di classe Co) e le 

tecniche sono ispirate alla "parte iperbolica" del lavoro di Da Prato-Gris 

vard [DPG]. 

Le nostre tecniche si ispirano alla “parte parabolica" del mede 

simo lavoro che riproduce essenzialmente 1dee di Grisvard (v.[G]). Essen- 

zialmente si cerca di invertire (in qualche senso da precisare) l'operato- 

re u + tu' + Au integrando lungo una curva opportuna i risolventi degli 

operatori u > tu' e u + Au. A tale scopo si scrive l'equazione nella forma 
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(1.2) (Q- Gu=f 

dove Q e G sono gli operatori definiti da 

D(Q) = {ue X; ult) € DIA) Wte RÈ, t > Au(t) appartiene a X} 

(Qu)(t) = Au(t) 

D(G) = {ue x; t > tu'(t) appartiene a X}, (Gu)(t) = -tu'(t) 

Qui X è uno spazio di Banach contenuto in Lal E), e la 

derivata è intesa nel senso delle distribuzioni a valori in E. 

Poiché le proprietà spettrali di Q (come operatore in X) si de 

ducono da quelle di A (come operatore in E), che verranno precisate in se 

guito, nel prossimo paragrafo studieremo le proprietà di G. Precisiamo ora 

quali sono gli spazi X C ul (R*; E) che c'interessano. 
loc 

(a) Spazi "di ordine 0" 

(a,) rt; E) (1 < p £ «) con la norma usuale 

(ay) i seguenti sottospazi chiusi di L°(R*; E): 

C(R°; E) (funzioni continue e limitate) 

3 E) (funzioni di c(R', E) che convergono per t + 0°) 

3 E) (funzioni di C(R°, E) che convergono per t + +0) 

sE) = CORÌ, E) © C(RS, E) 

(b) Spazi di ordine k€ N 

Sono gli spazi del tipo {f € LioclR 5 E), 509) € X per O0SjSk} 
k,p 4 k 

dove X è uno spazio di ordine 0. Saranno denotati con W e con C 
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2. L'OPERATORE G (Gu = -tu') 

C'interessa studiare le proprietà di G relative a 

1) densità di D(G) in x 

2) spettro e risolvente 

3) interpolazione tra D(G) e X 

(E' inteso che G si considera come un operatore %n X e non in 

D'(R*; E)). 
Lo studio delle proprietà d'interpolazione risulterà utile per 

ottenere risultati di regolarità delle soluzioni. 

Il problema 1) è completamente risolto dal risultato seguente: 

Teorema 2.1. D(G) è denso in X quando 

(a) x = WP(R*; E) ke NU(0}, 1<5p<o 

(b) X = c“ri LIE) KE NUO) 

e non lo è negli altri casi. 

Per quanto riguarda 2), o(G) e R(1;G) = (11-06)! si calcolano 
esplicitamente. Poniamo a = î (è inteso che per gli spazi e, a = 0) 

Teorema 2.2. Se X è di ordine k e a è come sopra, allora o(G) 
è la striscia {Ae 0; a-k < Re X < a}. Inoltre 

€ 
(a) per ReX>a  (R(A;6)F)(t) 2 a Miele e 

0) 

IRO:6)s (Re a - a) 

(b) per Re XA < a-k (R(A;G)f)(t) 

1 

#2 s" Flotie e 
t 

IR (A;6)f< (a-k-Re x) 
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Osserviamo che in base al teorema di Hille-Yosida, dal teor. 

2.2 segue che quando D(G) è denso in X, G è il generatore iînfinitesi- 

male di un gruppo di classe L di operatori lineari continui in X. Ta 

le gruppo è definito da (exp(tG)u)(s)= u(s e 

Per caratterizzare gli spazi d'interpolazione tra D(G) e X, 

supponiamo anzitutto che X sia di ordine 0. Se X = LP(rÎ; E) con 1sp<e 

si dimostra che per 0<8<1 (X, DG) 

che t + t95(t) sta in w9>P(RÉ:E) e la norma su (K2(6)), è equivalente 

‘00 (co) (e) 8 P. & 

af+ f cieco) :f s f(s)-t FCE) 45) de)!/P. serà LRÎE) o 
(0) (o) 

}e-#[1*9P 

è lo spazio delle f e X tali 

uno spazio C, allora (X;9(G)); > è 10 spazio delle f € X tali che 

t> #81) sia hòlderiana di esponente 0 uniformemente su R' (e la nor- 

ma è quella naturale). In questo caso interessa anche caratterizzare la 
0, 

chiusura di D(G) in (X,9(G)); 5 È SÌ ottiene che D(G) ° coincide con lo 

spazio delle fe (X, D(G)); > tali che 

E 

0 0 
lin see iù Is f(s)-t f(t)f, 

In 
6+1+ t,590, 6 <$<6 |s-t]° 

Se poi Xi è uno spazio diordine m > 0 e Xo è il corrisponden- 

te spazio di ordine 0, chiamati G_ e G i relativi operatori, si ha che 

_ i a 
da D(G_)) = {fe LoclR 3E); fe eee D(6)) per 0<Sj< m} 

8,p 0,p 
n i =_= Bo 

e analogamente si caratterizza D(G n) 
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3. L'EQUAZIONE OPERATORIALE (Q-G)u = f 

" Studiamo l'equazione (Q-G)u = f in uno spazio di Banach comples 

so X, sotto le seguenti ipotesi: 

IV (3a Esistono a,B e R (BS a), L= 1 M1 tali che la striscia 

L= Nel; BS Re XA < a} contiene 0(G) ed è contenuta in p(Q0); 

inoltre 

vie be ir:6)] s Lidist (432)! 

wieZ o IR(;@I s M(t+ |im a)! 

(32) R(A;G) commuta con R(u,0Q) per X e p(G), u e p(0) 

In base alle stime usuali sul risolvente, da (3.1) si deduce che 
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per 0<y< l'insieme 0(y) = {Xe €; B-y(1+ [Im X|) < Re XA < 
M 1 

< a + y(1+ |Im A|)} è contenuto in p(Q), e su di esso vale la stima 

(e 
M 

IRA; QI s 7 (conc = ——) 
1+ [Im] Y tx Vul 

Chi ameremo E la frontiera di 9(y) orientata "in senso antiora- 

rio". Distingueremo tra soluzioni strette e soluzioni forti dell'equazione 

(1.2) secondo la definizione di [DPG]: u è soluzione stretta di (1.2) se 

(u,f) appartiene al grafico di Q-G, cioè u e D(Q) N D(G) e Qu - Gu = f; u 

è soluzione forte se (u,f) appartiene alla chiusura del grafico di Q-G. E' 

chiaro che per evitare patologie, le soluzioni forti saranno interessanti so 

lo quando Q-G è chiudibile. 

L'operatore S= - 3 | R(A;G)R(A:0) di avrà un ruolo fonda- 

Yi 

mentale. Si prova facilmente che l'integrale converge assolutamente in 

L(X). e non dipende da y. Inoltre: 

Teorema 3.1. 

(a) Yx E D(G) N D(Q) S(Q-G)x = x 

(b) WoETO,[ Wpe [1,®] We (X,9(0)), + (X,0(0)); 
p 

S x € D(G) N D(Q) e (Q-G) Sx = x 

(c) Q-G è chiudibile e YWx e D(Q-G) S(Q-G)x = x. 

(d) yy e D(Q) + D(G) Sy e D(Q-G) MD(Q) + DIG) e (Q-G) Sy = y 

In altre parole, l'equazione (1.2) na al più una soluzione for 

te (per (c)); tale soluzione forte esiste Wf e D(Q) + D(G) (per (d)) ed 
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è stretta Yfe U U ((4,D)); +(X,9(0)), (per (b)). 
1spso 0<6<1 »p sp 

Si ottiene anche il seguente risultato di regolarità per l'ope- 

ratore S 

Teorema 3.2. Sia 0 < 8 < 1, 1 < p < co, Allora GS e QS (v. teor. 

3.1 (b)) sono entrambi continui da (X2(0)), b in sé, da (XD(6)), 6 in 
9 

TA 9,0 ZIO 
sé, da D(G) in sé e da D(Q) È” in se. 

4. APPLICAZIONE ALL' EQUAZIONE DIFFERENZIALE Le o AL TVURZIUNE DIFFERENZIALE 

Torniamo all'operatore A: D(A) + E. Sia X uno degli spazi elen- 

cati al $1 e: D(Q) + X l'operatore (Qu)(t) = A(u(t)) ivi precisamente 

definito. E' facile vedere che p(A) c p(0) e WI e p(A) (R(A5Q)u)(t) = 
= (R(A;3A))u(t) Yue X, cosicché IRG®I, x S IRO;A)I, Pertanto 
ipotesi su A del tipo che in (3.1) riguardano Q implicano ci ipo 
tesi su 0Q. 

Per le 1potesi su G (che qui è l'operatore studiato nel $ 2) 

che appaiono in (3.1), si veda il $ 2. Vale anche (3.2) (perché A non 

dipende da t). 

Per applicare compiutamente la "teoria astratta" sviluppata nel 
$ 3 occorre caratterizzare gli spazi X,2(0)), p 

te sapere quando D(G) + D(Q) è denso in X (v. ter. 3.1 (d)), Occupiamoci 

. Inoltre sarà interessan 

subito di quest'ultimo problema. 

In tutti i casi in cui D(G) è denso in X (v. teor. 2.1) ovvia- 
mente lo è anche D(G) + D(Q). Si potrebbe pensare, allora, che se D(A) è 
denso in E, D(Q) sia denso in X. Purtroppo non soltanto ciò è vero solo 

per quegli stessi spazi per cui D(G) = X, ma in base all'esempio 5.9 di 
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[DV] per gli spazi del tipo ps, c*(r*,E), c‘(rÌ, E) c*(rÎ,e) nemmeno 

D(G)+D(Q) è denso in X. 

Per caratterizzare gli spazi (X9(0)), distinguiamo i "casi 

buoni" (x = W6*P(RÎ; E) con p<e, x = ctr 35) da quelli "cattivi" 

(tutti gli altri). In tutti i casi D(0Q) colncide con lo spazio corrispon 

dente a X, dove al posto di E si deve mettere D(A) (con la norma del gra 

fico). Se x = W°*P(R*; E) si ha che (X, 90), a wS>P(RÉ; (E,D(A)), p 

Se X = Pgi QJE) si ha che D(Q) I, di “crt ; DIA) Ba ). Nei casi pf 

tivi tutto ciò che si può dire è che W ks "rt; 3 D(A)); —) è un sotto- 

spazio chiuso di (X, D(Q)), = (cOn X = W"cr*, E)) e a 

ck1; (E, D(A)); È un sotospaio chiuso di (X (0), on 

I € {r*, R° » Ri 4 eX=C Sita Else 

Ltd il teor. 3.1 si ottengono i seguenti risultati, dove 

},1<gps o, KENU {0} 

Teorema 4.1. Supponiamo che i A p(A) (per certi KENU{0}, 

pel1,©[) e che sul IR(A5A)| s M(1+ pi )) “i (con M > 1). 

k,p 

Allora: 

(a) Vfe wSP(RÉ;E) l'equazione (1.1) ha un'unica soluzione forte in 

wSP(R*;E) 

(b) se fe WP(R*; E) ed.36c10,1Itale che t + #0 #0 (1) (08; IA k) 

sta in uÒ> Pr*;E), allora la soluzione è stretta e la medesima rego 

larità di f hanno le funzioni tu' e Au 

(c) Se f € uSP(rt; (E,D(A)), o per qualche 6 e 10,1, allora la solu 

zione è stretta e la medesima regolarità di # hanno tu' e Au. 
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Teorema 4.2. Sia Z, «EP(A) (per un certo keN {0} e su Z, n 
LI 

si abbia ÎR(4; A)| < M(1+ [Im po. Allora: 

(a) fe c“rÈ L3E) l'equazione (1.1) ha un'unica soluzione forte in 

(b) Se fe c“ cr} 3E) ed 368€ 10,1 tale che per 0sjskt+ 1859 0) 

è uniformemente Hòlderiana di esponente 0 su R', allora la soluzione 

è stretta, e tu', Au hanno la stessa regolarità di f. 

Se poi per 0 £j&£k 

lim sup SA ESTE ZASIIESTT: n S 0 

Is-t] 
\ -19g 2 < d>1+ d&- Ts t È é 

allora tu' e Au hanno la medesima regolarità 

(c) Se fe cc i DIA) st * allora la soluzione è stretta e allo stes 

so spazio appartengono le funzioni tu' e Au. 

Risultati un po' meno eleganti si ottengono nei “casi cattivi Mi 

applicando i teoremi 3.1 e 3.2. 

Per concludere vediamo cosa succede se, invece di supporre 

b> k,p c p(A) supponiamo soltanto 92 k pePlA)» oltre alla decrescenza del 

risolvente. Allora si vede facilmente che in realtà D, p° p(A) = H è com 
9 

patto e che la stima sul risolvente vale in 2, p Per Imi] ++, 



Mediante un integrale di Dunford 

attorno a H si scompone E nella 

somma diretta di due sottospazi 

ed E, tali che su E 
1 2 I 

l'operatore A gode delle proprie- 

chiusi E 

tà sotto le quali si è appena stu 

diata l'equazione, mentre su E, A 

€ un operatore limitato, con 

o(A) = H. E' chiaro che ci si ri- 

duce allora a studiare (1.1) sotto l'ipotesi A € L(E). In tal caso è ov- 

vio che ogni soluzione di (1.1) e stretta, e se f € LP(rt; E) si prova 

che l'unica soluzione in iP(r*; E) è 

ult) = | sr1 f(s) ds 
t 

(ricordiamo che in:ogni caso LA k< min Re X$g max ‘Re X< . )i 
P re o(A) Xe (A) 

k + $ i 
Se poi f € W "Pr 3E) si dimostra che la soluzione sopra scritta sta ‘in 

WSP(R*E) se e solo se vale una certa complicata condizione di compati- 

bilità su f, la quale, in casi particolarmente favorevoli (p. es. f = 0 

in un intorno di +) si riduce a 

i Ponta 10% (sJds = 0. 
0 
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